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FIGURATION DES SOLUTIONS IMAGINAIRES RENCONTRÉES EN GÉOMÉTRIE ORDINAIRE (*) 


Séance dit? seplémbre 1892 — 


192. — Ces prétendus êtres de raison qu'on qualifie d'imaginaires sont 
parfaitement réels, et la géométrie possède le pouvoir de les peindre à 
l'imagination sous des formes sensibles. ` 

Le mot imaginaire devrait disparaître du langage scientifique. Mais, 
pour nous conformer à l'usage, nous conserverons cette appellation ; ce 
qui ne présente aucun inconvénient, pourvu qu'on s'entende. 

La Géométrie pure, telle qu'on l’a conçue jusqu'à ce jour, est essentiel- 
lement restrictive, parce que son champ d'action est limité au réel. 

De là, dans ses investigations, une timidité qui a toujours entravé sa 
marche en avant. Un peu de hardiesse va lui permettre d'étendre sa 
puissance sur le monde de Pimaginaire. 

L’être primordial qui engendre tous les êtres de la Géométrie, c'est- 
à-dire le point, n’a pas encore reçu sa véritable définition. Cependant, on 
a coutume de dire que le point réel est un cas particulier du point ima- 


(1: Yoir C. R. du Congrès de Marseille, 2e partie, puge 9v. 
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ginaire, ce qui revient à admettre qu'il existe une délinition plus géné- 
rale du point, embrassant à la fois le point imaginaire, demeuré invi- 
sible jusqu’à ce jour, et le point réel, le seul qui se soit montré aux yeux 
des géomètres. 

Quand la Géométrie ordinaire, que j'appellerai restrictive par compa- 
raison avec la Géométrie générale, répond en langage algébrique par une 
solution imaginaire à la question qui lui est posée, nous sommes préve- 
nus, par cela même, que la demande formulée renferme une impos- 
sibilité. i 

A la suite de longues études, j'ai acquis la conviction inébranlable que 
la cause unique de cette impossibilité résidait dans notre exigence à vou- 
loir que la solution exacte satisfasse, par surcroît, à une condition parti- 
culière, toujours la même, et dont la nature nous échappait. 

Ce qui se passe dans cette circonstance extraordinaire, où PHomme et 
le Sphinx de l'imaginaire se trouvent face à face, mérite de fixer au plus 
haut degré Fattention du penseur qui veut étudier les Iois et la marche 
du raisonnement. 

Les lignes suivantes, que j'extrais de l’ouvraze de Vallès (Des formes 
imaginaires en Algèbre, tome Il, page 52), en substituant seulement le 
mot Géométrie à celui d’Algèbre, décrivent avec la plus EU exacti- 
tude la situation, telle du moins qu’elle west apparue : 

« ll est intéressant d'étudier comment, dans ce cas, la réaction de la 
» Géométrie cherche à se mettre en équilibre avec l’action égarée de 
» notre intelligence ; comment elle se maintient dans le vrai, alors que 
» nous voulons l'entraîner dans le faux; comment, du moins, clle refuse 
» de nous suivre dans cette voie, et par quels moyens, toujours logique 
» et toujours utile, tout en nous disant que nous l’avons frappée d’im- 
» puissance, elle nous indique en quoi consiste l'erreur que nous n’avions 
» pas même soupçonnée. » | 

Après dix années de méditation consacrées à rechercher la nature de 
cette erreur, j'ai été amené à la conclusion suivante : 

L'interprétation des solutions imaginaires en Géométrie ne peut être 
obtenue qu’à la condition d'admettre la définition ci-après du point, que 
J'ai adoptée. 

En Géométrie générale, on appelle point l’être produit par l'union de 
deux points de la Géométrie ordinaire, que l’on considère dans un ordre 
déterminé, afin de les distinguer l’un de l’autre comme s'ils étaient appe- 
lés à jouer un rôle différent dans cette création. 

Cette trinité est le dogme sur lequel repose la Géométrie générale. 

Les deux composantes du couple dont procède le nouvel être présentent 
deux ċtats différents, suivant que leurs positions sont séparées ou super- 
posées. 
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Quand les composantes sont séparées, on à la figuration du point dont. 
on pressentait l'existence en le désignant sous le nom d’imaginaire. 

Le point imaginaire était une âme sans corps; nous lui donnons un 
corps pour le présenter dans le monde géométrique. 
. Dans le cas, infiniment particulier, où les composantes sont superpo-. 
sées ou confondues, on a l'image du point réel. 

Ainsi, tout point réel est nécessairement double. 


ette conclusion, si étrange qu'e wisse paraitre, est imposée par la. 
Cett ] , Si étrange qu'elle puisse paraitre, est imposée par 1 


force même des choses. 
Pour doter la Géométrie pure d’une puissance comparable à celle de 


l'Algèbre, il fallait encore découvrir les véritables définitions de la ligne. 


droite, de la distance et de l'angle, éléments constitutifs de la science de 
l'étendue. 

Ces définitions ont été données dans mon premier Mémoire de Géo- 
métrie générale, présenté au Congrès de Paris en 1889 et publié dans le 
compte rendu de la session. 

De nombreuses expériences m'ont confirmé dans la croyance que j'ai eu 
la fortune de rencontrer la voie de la vérité. | 

Ma Géométrie générale anéantit le fantôme de l’imaginaire. Désormais, 
toutes les solutions dites imaginaires pourront être représentées par des 
images visibles. 

Je serais heureux si l'exemple suivant, choisi parmi les solutions ima- 
ginaires qui se prêtent à une figuration simple, pouvait faire naitre chez 
les amis de la vérité le désir de lire mes Mémoires de Géométrie gé- 
nérale. 

Dans le Journal de Mathématiques de M. de Longchamps, jai proposé 
en 1889 le problème suivant, dont la solution a été donnée dans le nu- 
méro du mois de septembre 1892. 

Quatre trains se meuvent sur des voies rectilignes avec des vitesses 
unifurmes. On connaît leurs positions à deux instants différents. 

On demande de tracer une cinquième voie rectiligne qui puisse être 
parcourue par un train d’un mouvement uniforme, de telle sorte que les 
quatre premiers trains paraissent immobiles aux voyageurs du cinquième. 

Ce problème est du second degré et. par conséquent, peut comporter 
des solutions imaginaires. 

En vertu des définitions nouvelles, données par la Géométrie générale, 
le problème doit être posé sous cette forme : 

Quatre couples de trains confondus, AA, BB, CC, DD, se meuvent en 
ligne droite avec des vitesses uniformes. 

On demande de trouver deux voies rectilignes qui puissent être parcou- 
rues avec des vitesses uniformes par deux trains P et P’, de telle sorte 
qu'à tout instant la ligne droite de Géométrie générale qui passe par le 
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point PP’ et l’un quelconque AA des quatre autres points mobiles con 
serve la même direction. 

Pour que la droite mobile PP'AA de Géométrie générale conserve une 
direction fixe. il faut et il suffit que le rapport des distances PA et P'A 
demeure constant et que la bissectrice de langle variable PAP” ait une 
direction fixe. (Voir pour la démonstration mon Mémoire de 1889.) 

En conséquence de ce qui précède, j'affirme sans aucune hésitation que, 
dans ie problème primitif, la solution imaginaire présentée par la Géo- 
métrie restrictive doit être interprétée comme il suit : 

H existe toujours deux trains réels qui se meuvent sur des lignes 
droites avec des vitesses uniformes, de telle sorte qu'à tout instant du 
mouvement : 4° les distances de ces deux trains à chacun des quatre 
premiers soient respectivement dans des rapports constants ; 2° les bis- 
sectrices des angles sous lesquels on voit ces deux trains de chacun des 
quatre premiers conservent des directions fixes. 

Cela est évident en Géométrie générale. 

Quand les deux trains du couple sont constamment confondus en un 
seul, et alors seulement, la Géométrie restrictive donne une solution 
réelle. 

On voit par cet exemple typique que la Géométrie restrictive, en pré- 
sentant une solution imaginaire. nous prévient bien que la demande for- 
œmulée renferme une impossibilité. 

Et cette impossibilité tient uniquement, non seulement dans le problème 
qui nous occupe, mais toujours, à ce que nous exigeons que les deux 
composantes du point demeurent superposées. | 

C'est en cela que, suivant l'expression de Vallès. consiste l'erreur que 
nous n'avions pas même soupçonnée. 

Dans l’espace réel où Descartes a construit les axes de sa Géométrie 
analytique. toutes les places paraissent marquées d'avance pour les points 
réels, dont les coordonnées sont déterminées à l’aide de nombres positifs 
et négatifs. 

On a été porté à croire qu’il n’en restait aucune pour les points ima- 
ginaires, et, ne sachant où mettre ces êtres dont l'existence s’affirmait 
de plus en plus, on a imaginé l’hyperespace pour les y loger. 

Dans ces limbes. ils ont attendu la venue d’une Géométrie générale, 
qui leur a donné un corps pour leur permettre de pénétrer dans l'espace 
où nous vivons. 

Le spectre de l’imaginaire a disparu, et avee lui son habitation : l'hyper- 
espace. 
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STATUTS 

Art. 4. — Les membres de l'Association sont admis, sur leur demande, par 
le Conseil. 

ART. 5. — Sont membres de l’Association les personnes qui versent la coti- 
sation annuelle. Cette cotisation peut toujours être rachetée par une somme ver- 
sée une fois pour toutes. Le taux de la cotisation et celui du rachat sont fixés par 
le Règlement. 

ART. 6. — Sont membres fondateurs les personnes qui ont versé, à une époque 
` quelconque, une ou plusieurs souscriptions de 500 francs. 

ART. 7. — Tous les membres jouissent des mêmes droits. Toutefois, les. 
noms des membres fondateurs figurent perpétuellement en tête des listes 
alphabétiques, et ces membres reçoivent gratuitement, pendant toute leur vie, 
autant d'exemplaires des publications de l’Association qu'ils ont versé de fois 
la souscription de 500 francs. 

4 RÈGLEMENT 


ARTICLE PREMIER. — Le taux de la cotisation annuelle des membres non fon- 
dateurs est fixé à 20 francs. 

ART. 2. — Tout membre a le droit de racheter ses cotisations à venir en ver- 
sant, une fois pour toutes, la somme de 200 francs. Il devient ainsi membre à vie. 

L sera loisible de racheter les cotisations par deux versements annuels consé- 
cutifs de 100 francs. 

Les membres ayant payé pendant vingt années consécutives la cotisation an. 
nuelle de 20 francs pourront racheter les cotisations à venir moyennant un seul 
versement de 100 francs. 

Tout membre qui pendant dix années consécutives aura versé annuellement 
une somme de 40 francs en sus de la cotisation annuelle sera libéré de tout ver- 
sement ultérieur. 

La liste alphabétique des membres à vie est publiée en tête de chaque 
volume, immédiatement après la liste des membres fondateurs. 

Les membres ayant racheté leurs cotisations pourront devenir membres 
fondateurs en versant une somme complémentaire de 300 francs. 


Les souscriptions des membres fondateurs peuvent étre versées en une seule fois 
ou en deuæ versements annuels consécutifs de 250 francs. 


Les souscriptions sont reçues : 
Au SECRÉTARIAT, 28, rue Serpente, à Paris. 
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